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　　１．Boolean Valued Function and Partitions
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∀yP(2,y)=True




























の y について、P(2,y)=True となる」という意味である。その結果、“∃x∀yP(x,y)=True.”
と書ける。この式は、「∀yP(x,y)=True となる x が存在する」という意味である。 
同様に、図１(2)において、P(2,1)=True, P(2,2)=True, P(2,3)=True であるので、 
“∃xP(x,1)=True, ∃xP(x,2)=True, ∃xP(x,3)=True.”の３つの式が成り立つ。 
この３つの式から、“∀y∃xP(x,y)=True.”となる。 





































しかし、図 2(2)より、“∀y∃xP(x,y)=True ⇒ ∃x∀yP(x,y)=True” は、成り立たないこ
とは明らかである。「⇒」の記号は、「～ならば～」を意味している。 
 本研究では、「集合の分割」を利用する。ここで、Y を空でない集合とする。本論文では、
PA、PB を集合 Y の分割とする。 
 PB




図 3.  集合 Y と、集合 Y の分割 PA、集合 Y の分割 PB 
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∨G∧G
 
                     図 4.  分割の Union と Intersection  
 
次に、集合の分割の Union と Intersection を定義する。図 4(1)のように、集合 Y の分
割 PA, PB, PC の３つの分割がある場合、Union は、３つの分割を全て含む分割である。
また、図 4(2)のように、集合 Y の分割 PA, PB, PC の３つの分割がある場合、それぞれの
集合の分割に共通する分割が Intersection である。 
分割、Union、Intersection の定義は、以下の通りである。 
分割の定義   ∀x: x∈PARTITIONS(Y) ⇔ x is a partition of Y 
 
Union の定義   ∀x: x∈∧G ⇔ ∃h: h is a function, ∃F:F⊆bool Y: 
   dom h=G,   rng h=F,   ∀d:d∈G ⇒ h(d)∈d,   x=Intersect(F),   x≠empty set. 
 
Intersection の定義   ∀x: x∈∨G ⇔ x is upper min depend of G (if G≠empty set) 
                otherwise ∨G=%I(Y), where %I(Y) is smallest partition of Y. 
ここで G は、集合 Y の分割の全体(PARTITOINS Y)の部分集合である。 
 次に、２値関数について説明する。２値関数とは、1 と 0 の２値のみで構成される関数








Pj(a,x)=a(x)(1) (2)  
                           図 5. ２値関数 
 
ここで、BOOLEAN={True,False}であり、 True=1 と False=0 である。 
また、2 値関数 BVF(Y)、Pj(a,x)、a ‘<’ b の定義は、以下の通りである。 
BVF(Y)の定義.   BVF(Y)=Funcs(Y,BOOLEAN) 
Pj(a,x)の定義   a∈BVF(Y), ∀x∈Y: Pj(a,x)=a(x) 
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                           図 6.  a ‘<’ b (a ならば b) 
 
「a ‘<’ b」(a ならば b)のイメージ図は、図 6の通りである。すなわち、２値関数 aが
Trueの区間では、２値関数 bが Trueになっている場合に、a ‘<’ b と定義する。 
 

























                     図 7.  ２値関数 aの Inf と Sup 
 
B_INF(a, PA)と B_SUP(a, PA)のイメージ図は、図 7に示す通りである。 
B_INF(a, PA)と B_SUP(a, PA)の定義は、以下の通りである。 
B_INF(a, PA)の定義   ∀y∈Y: 
           (1)∀x∈Y,x∈EqClass(y,PA): Pj(a,x)=True ⇒ Pj(B_INF(a,PA),y)=True 
           (2) not (∀x∈Y,x∈EqClass(y,PA): Pj(a,x)=True) ⇒ Pj(B_INF(a,PA),y)=False 
 
B_SUP(a, PA)の定義   ∀y∈Y: 
           (1)∃x∈Y:x∈EqClass(y,PA), Pj(a,x)=True ⇒ Pj(B_SUP(a,PA),y)=True 
           (2) not (∃x∈Y:x∈EqClass(y,PA), Pj(a,x)=True) ⇒ Pj(B_SUP(a,PA),y)=False 
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次に、集合 Gが coordinates であることを以下のように定義する。ここで、集合 Gは、集











∀function h, ∀F:F⊂bool Y:
dom h=G, rng h=F










        Partition of Y   
%O(Y): Largest

















                              図 8.  Coordinates 
 
図 8(1)の図は、G の Union が、集合 Y の最小分割であることを示している。Coordinates
の定義は、以下の通りである。 
Coordinate の定義  
(1) ∧G=%I(Y) 
(2) ∀h: h is function, ∀F:F⊆bool Y: dom h=G,  rng h=F,  ∀d: d∈G ⇒ h(d)∈d 
    ⇒ Intersect(F)≠φ  
(3) ∀PA,PB: PA,PB is a partition of Y, PA∈G ,PB∈G: PA≠PB ⇒ PA∨PB=%O(Y) 
 














                                図 9.  Complement 
 
例えば、もし、G={PA,PB} であり、かつ G が coordinates であるならば、 
 CompF(PA,G)=PB.  が成り立つ。 
Complement の定義は、以下の通りである。 
Complement の定義   CompF(PA,G)=∧(G ＼ {PA}) 
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次に、集合 Gが coordinates であることを以下のように定義する。ここで、集合 Gは、集
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                                図 9.  Complement 
 
例えば、もし、G={PA,PB} であり、かつ G が coordinates であるならば、 
 CompF(PA,G)=PB.  が成り立つ。 
Complement の定義は、以下の通りである。 
Complement の定義   CompF(PA,G)=∧(G ＼ {PA}) 
次に、「全ての(All)」と「ある(Exist)」に相当する All と Ex を、以下のように定義する。 
G が coordinates であるとし、G={PA, PB}とする。このとき、All と Ex のイメージ図を、












G is_a_coordinate,   G={PA,PB}
All(a,PA,G)=B_INF(a,CompF(PA,G))











G is_a_coordinate,   G={PA,PB}
Ex(a,PA,G)=B_SUP(a,CompF(PA,G))
































                              図 11.   All 
 
 
2 値関数を使って、All をイメージ図で示したのが、図 11 である。 
All と Ex の定義は、以下の通りである。 
 
All の定義  a∈BVF(Y), PA is a partition of Y, G⊆PARTITIONS(Y): 
                All(a,PA,G) = B_INF(a,CompF(PA,G)) 
 
Ex の定義  a∈BVF(Y), PA is a partition of Y, G⊆PARTITIONS(Y): 
                Ex(a,PA,G) = B_SUP(a,CompF(PA,G)) 
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最後に、これまでに定義した２値関数と集合の分割における様々な定義を利用して、述




























∀z∈Y:  Pj(Ex(All(a,PA,G),PB,G),z) = TRUE




















                図 12. 新しい数学的モデルにおける述語論理の例 
 
図 12 では、最初に示した従来の述語論理の“∃x∀yP(x,y)=True ⇒∀y∃xP(x,y)=True.”
に相当する、新しい数学的モデルにおけるイメージ図を示してある。 
新しい数学的モデルでは、 “Ex(All(a,PA,G),PB,G) '＜' All(Ex(a,PB,G),PA,G).” のように
記述する。 
 
“Pj(Ex(All(a,PA,G),PB,G),z) = True” のイメージを、 図 12(1)に示してある。 
図 12(1)においては、以下が成り立つ。 
A∈PA and B∈PB. の時、 z∈A,∃x∈A: x∈B,∀y∈B: Pj(a,y)=True.  
 
また、数式の “Pj(All(Ex(a,PB,G),PA,G),z) = True” のイメージを、図 12(2)に示した。 
図 12(2)においては、以下が成り立つ。 
C∈PB and D∈PA. の時、 z∈C,∀s∈C: s∈D,∃t∈D:Pj(a,t)=True.  
 
さらに、数式の “Ex(All(a,PA,G),PB,G) '＜' All(Ex(a,PB,G),PA,G)” は、以下の数式に等しい。 
 “∀z∈Y:  Pj(Ex(All(a,PA,G),PB,G),z) = True ⇒ Pj(All(Ex(a,PB,G),PA,G),z) = True.” 
 
    図 12(1)と図 12(2)のイメージ図から、以下の式が成り立つことが分かる。 

































∀z∈Y:  Pj(Ex(All(a,PA,G),PB,G),z) = TRUE
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    図 12(1)と図 12(2)のイメージ図から、以下の式が成り立つことが分かる。 
 “Ex(All(a,PA,G),PB,G) '＜' All(Ex(a,PB,G),PA,G)”  
この数式のイメージを、図 12(3)にて示した。 
1 Boolean Valued Function and Partitions
In the following articles:[2], [3], [4], and [6], we have deﬁned Boolean valued function with respect to
partitions. And some of their algebraic properties are proved. We have also introduced and examined the
inﬁmum and supremum of Boolean valued functions and their properties. In this paper, some elementary
Predicate calculus formulae for Boolean valued function are proved.
In this paper I have proved some elementary Predicate calculus formulae for Boolean valued functions
with respect to partitions. Such a theory is an analogy of usual Predicate logic.
A Boolean valued function is a function of the type f : X → B, where X is a non empty set and
where B is a Boolean domain. A Boolean domain B is a two element set, that is, B = {0, 1}, whose
elements are interpreted as logical values, for example, 0 = false and 1 = true.
The correctness of the theorems in this paper was checked with Mizar[16] proof checker of computer.
Let Y be a non empty set. The functor PARTITIONS(Y ) was deﬁned in article:[2] by:
(Def. 1) For every set x holds x ∈ PARTITIONS(Y ) iﬀ x is a partition of Y .
The functor BVF(Y ) was deﬁned in article:[3] by :
(Def. 2) BVF(Y ) = BooleanY .
Let us consider Y , let a be an element of BVF(Y ), and let x be an element of Y . The functor Pj(a, x)
yields an element of Boolean and was deﬁned in article:[3] by:
(Def. 3) Pj(a, x) = a(x).
Let us consider Y and let a, b be elements of BVF(Y ). The predicate a  b was deﬁned in article:[3]
by:
(Def. 4) For every element x of Y such that Pj(a, x) = true holds Pj(b, x) = true.
Let us consider Y and let a be an element of BVF(Y ). The functor INF (a) yields an element of
BVF(Y ) and was deﬁned in article:[3] as follows:
(Def. 5) INF (a) = true(Y ), if for every element x of Y holds Pj(a, x) = true, otherwise false(Y ).
The functor SUP (a) yielding an element of BVF(Y ) was deﬁned in article:[3] by:
(Def. 6) SUP (a) = false(Y ), if for every element x of Y holds Pj(a, x) = false, otherwise true(Y ).
Let us consider Y , let P1 be a partition of Y , and let G be a subset of PARTITIONS(Y ). The functor
CompF (P1, G) yielding a partition of Y was deﬁned in article:[4] by:
(Def. 7) CompF (P1, G) =
∧
G \ {P1}.
Let us consider Y , let a be an element of BVF(Y ), let G be a subset of PARTITIONS(Y ), and let P1
be a partition of Y . The functor ∀a,P1G yielding an element of BVF(Y ) was deﬁned in article:[4] by:
(Def. 8) ∀a,P1G = INF (a,CompF (P1, G)).
Let us consider Y , let a be an element of BVF(Y ), let G be a subset of PARTITIONS(Y ), and let
P1 be a partition of Y . The functor ∃a,P1G yielding an element of BVF(Y ) was deﬁned in article:[4] as
follows:
(Def. 9) ∃a,P1G = SUP (a,CompF (P1, G)).
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2 Predicate Calculus for BVF(Y )
The terminology and notation used in this paper have been introduced in the following articles:[2], [3],
[4], [6], [11], [14],and [15].
In this paper Y denotes a non empty set.
The following propositions are true:
1. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀(a⇒(b∨¬c))∧(b⇒c),P1G.
2. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀(a⇒(b∨c))∧(b⇒(c∨a)),P1G.
3. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀(a⇒(b∨¬c))∧(b⇒(c∨a)),P1G.
4. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀(a⇒(b∨¬c))∧(b⇒(c∨¬a)),P1G.
5. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a∧(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀c,P1G.
6. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a∨b)∧(a⇒c)∧(b⇒c),P1G  ∀¬a⇒(b∨c),P1G.
7. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b),P1G  ∀(c⇒a)⇒(c⇒b),P1G.
8. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .




9. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇔b),P1G  ∀(a⇒c)⇔(b⇒c),P1G.
10. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇔b),P1G  ∀(c⇒a)⇔(c⇒b),P1G.
11. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇔b),P1G  ∀(a∧c)⇔(b∧c),P1G.
12. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇔b),P1G  ∀(a∨c)⇔(b∨c),P1G.
13. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a,P1G  ∀(a⇔b)⇔(b⇔a)⇔a,P1G.
14. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a,P1G  ∀(a⇒b)⇔b,P1G.
15. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a,P1G  ∀(b⇒a)⇔a,P1G.
16. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a,P1G  ∀(a∧b)⇔(b∧a)⇔a,P1G.
17. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀¬a,P1G  ∀(a⇒b)⇔¬a,P1G.
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18. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀¬a,P1G  ∀(b⇒a)⇔¬b,P1G.
19. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a,P1G  ∀(a∨b)⇔(b∨a)⇔a,P1G.
20. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a∨b)∧(b⇒c),P1G  ∀a∨c,P1G.
21. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀a∧(a⇒b),P1G  ∀b,P1G.
22. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧¬b,P1G  ∀¬a,P1G.
23. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a∨b)∧¬a,P1G  ∀b,P1G.
24. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(¬a⇒b),P1G  ∀b,P1G.
25. Let a, b be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(a⇒¬b),P1G  ∀¬a,P1G.
26. Let a1, a2, b1, b2, c1, c2 be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a




27. Let a, b, c, d be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of
Y . Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒c)∧(b⇒d)∧(a∨b),P1G  ∀c∨d,P1G.
28. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀((a∧b)⇒¬c)∧a∧c,P1G  ∀¬b,P1G.
29. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀a⇒(b∧c),P1G.
30. Let a, b, c be elements of BVF(Y ), G be a subset of PARTITIONS(Y ), and P1 be a partition of Y .
Suppose G is a coordinate and P1 ∈ G, then
∀(a⇒b)∧(b⇒c),P1G  ∀(a∨b)⇒c,P1G.
3 Conclusion
In this paper, some elementary Predicate calculus formulae for Boolean valued function with respect to
partitions are proved. The correctness of the proof was checked by Mizar[16] proof checker by using
computer.
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